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КОНТАКТНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ПОРШНЯ С ГАЛЬВАНО-
ПЛАЗМЕННОЙ ОБРАБОТКОЙ  БОКОВОЙ ПОВЕРХНОСТИ  
СО СТЕНКАМИ ЦИЛИНДРА ДВС 
 
У статті описано загальний підхід та математичну модель напружено-деформованого стану порш-
ня зі стінками циліндру ДВЗ. Математична модель контактної взаємодії побудована без спрощення 
умов контактної взаємодії. Крім того, передбачено урахування контактної жорсткості шару, що 
утворюється в процесі гальваноплазменої обробки бічної поверхні поршня. 
 
В статье описан общий подход и математическая модель напряженно-деформированного состояния 
поршня со стенками цилиндра ДВС. Математическая модель контактного взаимодействия построена без 
упрощения условий контактного взаимодействия. Кроме того, предусмотрено учет контактной жестко-
сти слоя, который образуется в процессе гальваноплазменной обработки боковой поверхности поршня. 
 
The article describes the general approach and mathematical model of the stress-strain state of the piston from 
the cylinder walls of internal combustion engines. Mathematical model of contact interaction is constructed 
without simplifying the conditions of contact interaction. Also include consideration of the contact stiffness of 
the layer formed during galvano-plasma processing lateral surface of the piston. 
 
Введение. Напряженно-деформированное состояние (НДС) поршней 
ДВС представляет значительный интерес, поскольку они работают в услови-
ях интенсивных механических и температурных нагрузок, а также в подвиж-
ном контактном сопряжении со стенками цилиндра. В связи с этим решению 
этой задачи уделяется большое внимание. В частности, в работах [1-6] описа-
ны применяемые для расчета НДС поршней математические модели и чис-
ленные методы. Одной из их особенностей является приведение граничных 
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условий на поверхности поршня, сопряженной с поверхностью цилиндра, к 
виду классических граничных условий типа равенства по части этой поверх-
ности. Очертания и площадь этой „опорной” части берутся из предыдущих 
исследований [1-9]. В то же время использование в современных поршнях 
профилирования боковой поверхности в окружном и продольном направле-
ниях делает данную процедуру сомнительной, т.к. условия сопряжения в этом 
случае сильно изменяются при незначительном изменении профиля поверх-
ности. Кроме того, дополнительный, ранее не учитываемый фактор, – образо-
вание на поверхности поршня специального слоя вследствие технологической 
операции гальваноплазменной обработки (ГПО) [10] – также оказывает допол-
нительное, ранее не исследованное воздействие на граничные условия в кон-
такте и на размеры и форму зон контактного взаимодействия. 
Таким образом, возникает акту-
альная задача совершенствования ма-
тематических и численных моделей 
для исследования НДС и условий кон-
тактного взаимодействия поршня со 
стенками цилиндра ДВС с учетом фак-
торов профилирования боковой по-
верхности поршней, наличия тонкого 
слоя оксидированного материала, а 
также без упрощающих предположе-
ний относительно распределения кон-
тактных зон и контактных давлений. 
Целью данной работы является 
формирование таких моделей в об-
щей постановке. 
Постановка задачи. Рассмот-
рим некоторые моменты построения 
расчетной схемы для определения 
напряженно-деформированного со-
стояния поршня (рис. 1). Данная рас-
четная схема не является полной и 
корректной, а содержит лишь отра-
жение качественно важных факторов 
(см. выше), отличающих именно эту 
постановку задачи от других. 
Движение и нагружение поршней 
ДВС диктуется характером рабочего 
процесса в них. Текущее положение 
поршня в некоторой неподвижной сис-
теме координат Oxyz (например, привя-



















































Рис. 1. К формированию  
расчетной схемы 
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жет быть задано при помощи параметра φ – угла поворота коленчатого вала двига-
теля. Тогда и положение оси пальца хп, и угол действия усилия от кривошипа α, и 
величина давления в камере сгорания q являются функциями этого параметра: 
 
хп = хп (φ), α = α (φ),      q = q (φ), φ = φ (τ).                            (1) 
 
Таким образом, зная зависимости (1) из технических характеристик 
ДВС, можно отвлечься от других его конструктивных параметров, особенно-
стей процесса сгорания, тактности и пр., приняв их в качестве исходных дан-
ных и сосредоточиться непосредственно на задаче определения НДС поршня 
с учетом контактного взаимодействия. 
Доминирующим движением поршня является продольное перемещение. 
В связи с этим интегральные уравнения равновесия можно рассматривать в 




FQxM ;   (2)    α=+− sin54 FRR ;      (3)     05544 =− XRXR .  (4) 
 
Здесь Q – равнодействующая давления р на поверхности S1 и части избыточ-
ной поверхности кольца ~Ω , выступающей за контуры проекции S1 (т.е. S6, 
см. рис. 1); R4 – реакция со стороны опорной поверхности цилиндра S4, пере-
дающаяся через кольцо ~Ω на поверхность ~4S  поршня (а положение задается 
координатой Х4); R5 – равнодействующая сил контактного взаимодействия 
тронка поршня с поверхностью цилиндра (ее положение определяется коор-
динатой Х5);  М – масса поршня (трением на данном этапе пренебрегаем). 
Если принять известными величинами q, α, М, Хп (и с большой точно-
стью – Х4), то система (2)-(4) остается статически неопределимой, поскольку 
неизвестными являются F, R4, R5, X5 (по большому счету – и Х4). 
В связи с этим и условия контактного взаимодействия, и НДС исследуе-
мого поршня следует рассматривать в совокупности всей системы уравнений 
теории упругости. Таким образом, необходимо предложить подход и матема-
тическую модель, в которых искомыми и определяемыми являются и компо-
ненты напряженно-деформированного состояния, и величины, а также рас-
пределения контактных давлений. 
Формирование модели контактного взаимодействия. Обратившись к 
системе уравнений теории упругости, полную систему разрешающих соот-
ношений, действующих в области Ω, можно записать в виде [11]: 
σij,j + γ
..
x п = 0;     (5)             εij = (ui,j + uj,i)/2;     (6)           σij = Cijkl · εkl.        (7) 
 
Здесь σij,j, εkl – компоненты тензоров напряжений и деформаций (i, j, k, l = 1, 2, 
3); Cijkl – коэффициенты обобщенного закона Гука (i, j, k, l = 1, 2, 3); ui – ком-
поненты вектора перемещений (i = 1, 2, 3); γ – плотность материала поршня. 
Данные уравнения дополняются граничными условиями на поверхности S2: 
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Здесь δ – зазор в сопряжении бочкообразного поршня с цилиндрической по-
верхностью S3 с учетом соответствующей перекладки и опирания на кольцо Ωк. 
Таким образом, получаем соотношения, содержащие описание модифициро-
ванного профиля (через δ), условия типа неравенств (9), (10) для моделирования 
контактных условий. Моделирование же свойств поверхностного преобразованно-
го слоя можно производить путем соответствующей модификации коэффициентов 
обобщенного закона Гука в области 
~Ω , кото-
рую занимает данный слой: 
~|
~ ijklCijklC =Ω .                (12) 
 
Для определения последних можно по-
ставить частную задачу (рис. 2). Здесь слой 
преобразованной поверхности [10], характе-
ризуемый номинальной толщиной ~∆  и 
микропрофилем m
~
, опирающийся на массив 
основного материала поршня Ω (см. рис. 2), на-
гружается пробным давлением р.  
В результате можно експериментально опре-
делить связь между деформациями в нормальном 
направлении и соответствующими напряжениями. 
Для численного определения этих свойств можно 
исследовать контактное взаимодействие фрагмен-
та основного материала с преобразованным слоем 
~Ω  с жестким ограничением Ш (рис. 3). При ре-
шении данной задачи определяются все свойства 
данного слоя. Таким образом, имеем в своем рас-
поряжении систему уравнений и неравенств (5)-
(12), искомыми в которой являются компоненты 
НДС (u, ε, σ), а также области реализации контактных условий и распределе-
ния контактных давлений q4, q5 (соответственно формируют реакции R4, R5). 
Сведение задачи к вариационной. Для решения получаемой задачи ес-
тественным образом подходит теория вариационных неравенств [4]. Следова-
тельно, исходную задачу (5)-(12) можно свести к некоторому вариационному 
неравенству: 
a(u, v-u) ≥ L(v-u),                      (13) 
 
где a и L – билинейная и линейная формы, соответствующие функционалам 








Рис. 2. К формированию физико-
механических свойств 







Рис. 3. К формированию 
физико-механических 
свойств преобразованного 
слоя при контактном 
взаимодействии 
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щих тел, а L – работа внешних сил, определенные на истинных и пробных 
полях перемещений u и v соответственно [12].  
В конечном итоге задача (13) сводится к проблеме минимизации функ-
ционала полной энергии исследуемой системы на множестве K перемещений, 
удовлетворяющих ограничениям типа равенств и неравенств (9)-(11): 
 
J =1/2a(u, u) – L(u) → min, u ∈  K.                    (14) 
 
Таким образом, исходная задача сводится к минимизации квадратичного 
функционала на выпуклом множестве функций. 
Дискретизация задачи. Для дискретизации получаемой задачи (14) 
наиболее целесообразно применение метода конечных элементов [12]. В за-
висимости от выбранного способа дискретизации и удовлетворения контакт-
ным ограничениям можно применить подход с использованием множителей 
Лагранжа, метод штрафа или их комбинацию [5]. Напрямую произведя дис-
кретизацию (14), получим: 
J~ =
2
1 (u, Сu) – (f, u) → min,         (15) 
 
где С – матрица жесткости, а f – вектор узловых нагрузок. 
Решив (15) одним из упомянутых методов, получаем и поля перемеще-
ний, деформаций, напряжений во всех исследуемых телах, и контактные дав-
ления между ними. 
Тестовый пример. В наиболее простых модельных задачах проведем 
исследование влияния отдельных факторов на решение упрощенных задач. 
Для проведения тестовых расчетов были построены три расчетные модели: 1-
я модель состояла из цилиндров, которые описывали поршень и гильзу, 2-
я модель представляла собой первую модель с модифика-
цией боковой поверхности поршня, 3-я модель представ-
ляла собой 2-ю модель с добавленным слоем, образован-
ным после ГПО. 
Влияние модификации боковой поверхности. В этом 
случае (рис. 4) рассматривается продольная модификация 
боковой поверхности поршня:  )(~~ Xδ=δ  ( ~δ задана как 
полуволна синусоиды с высотой ~maxδ = 10 мкм). 
Влияние слоя, образованного после ГПО. В качестве моделирующего 
слоя введен материал толщиной ∆
~
 = 15 мкм, модуль упругости которого Е~ = 
= 0,5·Е, где Е – модуль упругости основного материала поршня. На рис. 5 
изображены схемы исследуемых моделей с геометрическими размерами. 
Для всех расчетных схем нагружение и закрепление модели осуществля-
лось одинаковым. На рис. 6 представлена часть геометрии с нагрузками и закре-
плениями, т.е. в качестве закрепления осуществлялось закрепление внешнего 
периметра гильзы, а также накладывалось ограничение на верхнюю торцевую 
~δ X
 





плоскость поршня по перемещениям 
(нулевое, вдоль оси самого поршня). 
Нагрузка задавалась в виде переме-
щений, прикладываемых на внутрен-
ние поверхности отверстий для порш-
невого пальца. На рис. 6 приведены 
полученные профили пятен контакта. 
Сравнительные распределения кон-
тактных давлений поршня и гильзы 
для каждой расчетной схемы приве-
дены на рис. 7. 
 
 
В табл. 1 приведены силы реак-
ций, возникающих в гильзе. Анализ 
представленных результатов свиде-
тельствует о значительных качест-
венных изменениях получаемых кар-
тин распределения контактных зон и 
давлений при учете факторов моди-
фикации его боковой поверхности и 
введения слоя материала, полученно-
го в результате ГПО. Количествен-
ные оценки можно делать уже на 
основании решения задач с парамет-
рами, близкими к реальным, но уже 
можно сказать, основываясь на ре-
зультатах, что контактные давления в 
модели со слоем (образованном по-







Рис. 5. Схемы с геометрическими 
размерами поршней и гильз ДВС для 
тестовой задачи: 
а – прямой цилиндр, б – модифицирован-
ный поршень, в – модифицированный 
поршень с выделенным слоем после ГПО 
 









этом пятно контакта 
больше. В свою очередь 
пятно в случае а) (контакт 
прямых цилиндров) по 
величине больше, а давле-
ния – меньше, однако, в 
отличие от реальных слу-








Заключение. В статье представлена 
общая постановка и математическая мо-
дель НДС с учетом контактного взаимо-
действия поршня с модифицированной 
формой боковой поверхности и наличием 
слоя материала, полученного в результате 
ГПО. Задача сведена к использованию 
подходов теории вариационных нера-
венств и проблеме минимизации квадратичного функционала на выпуклом 
множестве. В качестве метода дискретизации определен метод конечных 
элементов. Получены решения тестовых задач. 
В качестве основного вывода можно заключить, что предложенный в 
статье подход отличается от традиционных тем, что области контакта поршня 
с поверхностью цилиндра ДВС не постулируются, а определяются в ходе ре-
шения задачи. Кроме того, модификация боковой поверхности поршня заве-
дена в уравнение контактного сопряжения, там же неявно присутствуют и 
свойства слоя материала, полученного в результате ГПО, для определения 
которых в статье предложено решать дополнительную тестовую задачу. Не-
оспоримым является установление того факта, что и модификация боковой 
поверхности поршня, и гальвано-плазменная обработка оказывают на харак-
тер контактного взаимодействия поршня со стенками цилиндра влияние, ра-
дикально изменяющее распределение контактных зон и давлений. 
В ходе дальнейших исследований планируется распространить предло-
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Рис. 8. Контактные напряжения для 
трех расчетных схем 
(см. рис. 5 и табл. 1)) 
 
 
